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Ordre Logarithmique des Densit6s de Repartition. I 

PAR E. F. BERTAUT 

Laboratoire d'Electrostatique et de Physique du Mdtal, Institut Fourier, Place du Doyen Gosse, 
Grenoble, France 

(Refu le 17 juin 1959) 

By logarithmic ordering one obtains the distribution function for the one--and multi-dimensionM 
case in a form, positive everywhere and such that polynomials of the same degree are associated with 
coefficients of the same order of magnitude. The law of the hyperbolic tangent proposed by Cochran 
& Woolfson (1955) for sign determining relations is demonstrated rigorously. It  is shown that only 
the odd part of the logarithm of the joint distribution function is significant. 

Introduction et plan 

Dans un article r6cent, Klug (1958), a fourni une 
importante contribution g l'6tude de la convergence 
du d6veloppement en s6rie des densit6s de r6partition 
P(A1, . . . ,  Am) des facteurs de structure 

A~(lc= l, . . . ,  m) . 

Malgr6 la similitude des techniques math6matiques 
employ6es par Klug et par nous dans un m6moire 
ant6rieur (Bertaut, 1955a) en ce qui concerne la fonc- 
tion caract6ristique, les cumulants et les m6thodes 
symboliques, il y a une diff6rence essentielle dans la 
position du problbme. Alors que nous avons rang6 les 
termes de la fonction caract6ristique C(ul, . . . ,  urn) 
selon leur degr6 polynominal en u~(k = 1, . . . ,  m) Klug 
les range selon leur ordre de grandeur, en d6finissant 
un parambtre d'ordre de grandeur t, 6gal au nombre 
d'atomes dans l'unit6 asym6trique. 

Klug a montr6 qu'£ une m6me puissance du para- 
m6tre t sont associ6s des polynSmes de degr6s dif- 
fdrents en u~ dans la fonction caract6ristique et par 
cons6quent aussi de degr6s diff6rents en A~ dans la 
densit6 de r6partition. 

Dans ce m6moire nous poursuivons les id6es de Klug 
plus loin. Mais au lieu d'ordonner les termes de la 
densit6 de r6partition P(A~, . . . ,  Am), nous ordonnons 
log P(A~, . . . ,  Am). Cette proc6dure pr6sente de nom- 
breux avantages. Nous parvenons d'abord £ 6crire la 
densit6 de r6partition sous une forme positive partout. 
(I1 n'en est pas ainsi des s6ries de Gram-Charlier, 
cf. Kendall, 1943, p. 150, 151). De plus, avantage par 
rapport g la pr6sentation de Klug, dans 

log P(A~, . . . ,  A m) 

les termes s'ordonnent de telle sorte qu'£ un polyn6me 
de degr6 s en A~ soit associ6 un parambtre d'ordre de 
grandeur ~,-2(e__N-½; N - n o m b r e  d'atomes dans la 
maille). 

Enfin nous montrons que la probabilit6 P+ d'un 
signe positif de A~ peut s'6crire rigoureusement 

P+=½+½ th Qi, 

Q, 6rant la partie impaire en A1 de log P ( A 1 , . . . ,  Am). 
Pour habituer le lecteur aux techniques utflis6es, 

nous consid6rons dans une premiere par t ie le  cas de 
la densit6 de r6partition d'une seule variable P(A). 

Dans la deuxi6me partie nous consid6rons la fonction 
P(AI, . . . ,  A m) dans le cas g6n6ral d'atomes diff6rents 
et de positions atomiques quelconques (en position 
g6n6rale ou sp6ciale, mais d6pendant de parambtres). 
Notre traitement tient implicitement compte des 
poids statistiques. 

Cas d'une variable  

Nous exposerons d'abord aussi simplement que pos- 
sible le principe. Soit une variable al6atoire E nor- 
malis6e. 

(E 2) = 1. (I-1) 

On cherche la densit6 de r6partition P(A) d6finie 
positive telle que P(A) .dA est la probabflit6 pour que 
E soit compris entre les valeurs A et A + d A .  On 
suppose que tous les  moments /~q d'ordre q existent 
(/~1=0; / ~ =  1) 

(E~) = ~ .  (1-2) 

La fonction caract6ristique est alors: 

off 

C(u) = (exp iEu)=2," ~qvq/q! (1-3) 
g 

v= iu 

et la densit6 de r6partition P(A) est sa transform6e 
de Fourier. 

P(A) = f C(u) exp ( - i u A ) d u .  (1-4) 

On peut d6finir des cumulants /c a en fonction des 
/tq(kl = 0; k2 = 1, of. appendice A) par: 
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C(u) = exp .2," ]Cq vq/q! 
q 

= exp - -  ½u 2 exp .~, kq vq/q ! 
q ~ 3  

= e x p  --½u2(1 +v~ka/3!+v4k4/4!+(1/2!)  

× (va ka/3 !)2 + v~ k~/5 ! + v ~ v ~ ka k4/(3 !4 !) 

+ (1/3 !)(v~ ka/3 !)~ + . . .  ) .  (I-5) 

Nous avons 'ordonn6e' C(u) selon le principe suivant. 
Dans une grande classe de problbmes ks~3 !, k4/4! et 
k~/5! sont de l 'ordre de s, ~2 et de s ~ respectivement 
de sorte que (ka/3 l) 2 est aussi de l 'ordre de s2. De m~me 
kak4/(314!) et (ka/3!)a sont de l 'ordre de s a. La trans- 
form6e de Fourier de C(u) (1-5) est: 

P(A)=(~/(2~))  -1 exp ( -1-A~)S  (1-6) 
off: 

S =  1 + H8(A ) ka/3 I + H4(A ) ka/4 ! 
+ (1/2 !)H6(A)(ka/3 !)2 + H~(A) k~/5 l 

+ Hv(A)kaka/(3!4 l) + (1/3 !)Hq(A)(ka/3 !)a 

+ . . .  (I-7) 

est form6e simplement en rempla~ant vv par H~(A) 
(cf. Bertaut ,  1955; Klug, 1958), fonction d 'Hermite  
d'ordre p. 

<p/2 
Hv(x) = 2 ( - 1 ) m x V - 2 m p ! / 2 ~ ( p - 2 m ) !  m! 

m = 0  

dv 
= exp ½x 2 ( -  1)p d-~ exp - ½x 2 . (1-8) 

:De tels d6veloppements ont 6t6 proposals par Edge- 
worth (1904) et gdndralisds au cas de plusieurs variables 
par Klug. Ils poss~dent cependant deux inconv6nients. 
C'est que S(I-7) 6tant un ddveloppement limitd, P(A) 
n'est  pas forcdment positif par tout  (cf. Kendall, 1943). 
Enfin au point de rue  anMytique P(A) est difficile b~ 
manipuler, car des polyn6mes de degrds diff6rents 
(par exemple 5, 7 et 9) sont associ6s avec des co- 
efficients de m6me ordre de grandeur (ici, k~/5!, 
kska/(3!4!) et (k~/3!)~). 

C'est ici que nous introduisons un point de rue  
nouveau dont les avantages vont apparaitre plus tard:  
au lieu d'ordonner P(A),  nous ordonnons log P(A). 
Pour cela nous appliquons de nouveau la procddure 
des cumulants ~ S, c'est-g-dire nous posons dans (1-6): 

a v e c :  

S =  exp Q (1-9) 

S = I  +ma(1)ka/3!+(1/2!)ms(2)(ka/3!) ~ 
+ (1/3 l)ma(3)(ka/3 !)~ + . . .  + m4(1)(k4/4 l) 
+ma, a(1,1)kak4/(3!4!)+m~(1)k~/5!+.. .  (I-10) 

Q= 1 + fla(1) ka/3 l + (1/2!) fl~(2)(ka/3 !) ~ 
+ (1/3 !) fla(3)(ka/3 l)a + . . .  + fla(1) k4/4 ! 
+ fla,4(1,1)kak4/(3!4!)+ fl~(1)k~/5!+ . . . .  (1-11) 

Cette procddure revient g considdrer (ka/3 !), (ka/4 !), 

(k~/5l) etc. comme des 'variables' assocides ~ des 
'moments '  

m~(1) =Ha(A);  m~(2)--H~(A); 
mp~.pe .... (ql,q2,.. .)=H~q~+~q~+... (A) (1-12) 

et ~ chercher les 'cumulants '  correspondants (cf. appen- 
dice A) 

flv(1)=mv(1) ; f lv(2)=mv(2)-(mv(1))2;  
fly(3) = my(3) - 3mv(2)mv(1) + 2(mv(1))~; 
five, v~(1,1)=m~, p~(1,1)--mvx(1)mv~(1). (I-13) 

Ici l'indice inf6rieur p rappelle la 'variable'  (kv/p l) 
et l'indice en parenthbse (q) se rdf~re £ l 'ordre du mo- 
ment  ou cumulant. On a Mnsi: 

f lv(1)=Hv(A);  f lv(2)=H~v(A)-(Hv(A))2;  
tip(3) = H s v ( A ) -  3H2v(A)Hv(A)+ 2(Hv(A))a; 
fly1, v~(1,1)=HvI+v2(A)-Hp~(A)Hv2(A) " (1-14) 

Tous les flvl, v2 .... (ql, q 2 , . . . )  peuvent  donc s'ex- 
primer ~ l 'aide de polyn6mes d'Hermite.  

Nous remarquons d 'abord que P(A)( I - -15)  est 
maintenant  sous une forme toujours positive, m6me 
si le d6veloppement de Q est limit6, car Q est r6el 

P(A)=(~/(2z))  -1 exp ( - ½ A 2 + Q ) .  (I-15) 

Ensuite, et c'est 1~ le point capital, on peut montrer 
par induction que les fly(q) sont des polyn6mes en A 
de degr6 s 

s=pq+2(1  - q )  (1-16) 

et plus g6n6ralement flv~,p2 .... (ql, q2, . . .  ) est de degr6 

s = p l q l + p 2 q 2 + . . .  + 2 ( 1 - q l - q 2 - . . . )  . (1-17) 

Par  exemple fl8(2) et f14(1), associ6s ~ (k~/3!) 2 et 
(k4/4!), coefficients de m6me ordre s*-2= ~2, sont de 
m6me degr6 s = 4 .  De m6me aux coefficients (k5/5!), 
kska/(3!4!), (k~/3!) 3 qui sont du m6me ordre es-~= e s, 
sont associ6s des polyn6mes fls(1), fl~,4(1,1), fl3(3) de 
degr6 s = 5. En effet 

fiB, 4(1,1) = - 12(A 5 -  7Aa + 8A); 

f l s ( 3 ) = 6 x 9 ( 3 A ~ - 1 6 A a + 1 5 A )  . (I-18) 

A u x  coefficients d'un mdme ordre de grandeur ~-2 sont 
associds des polyn6mes de degrd s 

Exemple:  Consid6rons le cas simple oh E d6pend 
de t variables x~ (j --- 1 , . . . ,  t) indgpendantes par l 'inter- 
m~diaire de t fonctions G(xj) additives 

1 t 
E = 7tV j=l"Z G(x~). (I-19) 

Les fonctions G(xl) sont routes identiques (elles ne 
different que par  la d6nomination de la variable), 
al6atoires et normalis6es. On admet que tous les 

37* 



548 O R D R E  L O G A R I T H M I Q U E  DES DENSITIES  DE R E P A R T I T I O N .  I 
! 

moments (I-20)if: ,  et les cumulants correspondants 
k~ existent (ff~ = 0; #~ = 1) 

t 
ffp= (GP) . ( I - 2 0 )  

Dans ces conditions E (I-19) est aussi normalis6 et 
la fonction caract6ristique ( 1 4  ~ I-5) devient 

C ( u ) =  e x p ~ G ( x l ) . . .  G(x,) 

La comparaison avec (1-5) montre que 

kq=g/( l / t )  q-~. (I-22) 

S i t  est assez grand et que les k~ varient lentement 
avec q, c'est le terme (t-½)q-2_--~q-2 qui fixera l 'ordre 
de grandeur de ]Cq; ]c3 sera de l 'ordre de ~,/c~ de l 'ordre 
de s a etc . . . . .  

Application & la cristallographie 
E est un facteur de structure normalis6. Dans le 

cas d'atomes tous 6gaux et en position g6n6rale on 
peut 6crire E sous la forme (I-19) avec 

G(xj) = ~j/~/(~) (1-23) 

oh ~ est le facteur de structure trigonomgtrique. La 
probabilit6 d 'une position atomique est suppos6e 
uniforme. Dans ce cas tous les moments et cumulants 

t ! 
kq et ffq d'ordre impair sont nuls et l 'on trouve que 

P(A)=(] / (2~))  -~ exp - ½ A  2 exp {t-lH4(A)k~/4! 

+ t-2[H6(A)kg/6l+ (1/2 !)(He(A) - H~(A))(k~/4 !)2] 

+ . . .  (i-24) 
off. 

k ; =  i f ; -  3 (u.;)~ - - ( ~ : " ) / ( ~ )  - 3 ;  

k~= # ~ -  15ff;ff~ + 30(ff~) ~-. (1-25) 

Exemple: P1;  k~ = - 3/2 ; 2t = N (=  nombre d'atomes 
dans la maille). 

O n  & :  

P(A) 
= (~/(2z)) -1 exp [ - ½ A ~ - l s N - ~ ( A 4 - 6 A  + 3 ) + . . . ] .  

(I-26) 

Ordre indiciel et ordre de grandeur 
Si & la place de k8/3 !, ka/4l etc. on avait  introduit  

e=t-½ comme variable, on aurait  obtenu le m6me 
r6sultat (I-15). Ce sont de tels param6tres d'ordre que 
nous introduirons dans le cas g6ngral (IIe partie). 

I1 faut cependant observer que la forme de Q (1-11) 
ainsi que le degr6 des polyn6mes/~pl, p2 .... (ql, q2, . . . )  
ne ddpend pas des hypotheses faites sur l 'ordre de 
grandeur des cumulants kq/q !. Pour 6clairer ce point, 
envisageons le ddveloppement de P(A) en polyn6mes 
d 'Hermite  (s6rie de Gram-Charlier) donn6 par l 'auteur 
(Bertaut, 1955b) sous la forme de l'espdrance math6- 
matique d'une fonction de Dirac. 

P(A)=((~(E-A))=(]/(2:~))  -~ exp -½A2.~, Bqlq! 
q 

(1-27) 
Bq = Hq( A )(Hq( E) ) . (1-28) 

Nous dirons que dans (I-27) les termes sont ordonn6s 
selon l 'ordre indiciel. 

Ecrivons alors : 

.~q Bq/q,=exp (~q Cq/q,) . (I-29) 

La relation entre les Bq et Cq est encore exactement 
celle entre 'moments '  (Bq) et 'cumulants '  (Cq). E 6tant  
algatoire et normalis6 (d'oh B I = B e = 0 ) ,  on a: 

Cq=Bq pour q=  1, 2, 3, 4, 5 
C6/6 ! = B6/6 l - (1/2 !)(Ba/3 l)2; 

C~/7 ! = B~/7 ! - BaBa/(3 !4 !) etc. (1-30) 

Comme le d6veloppement (1-27) en fonctions ortho- 
gonales est complet, il doit contenir t o u s l e s  termes. 
On doit donc avoir aussi" 

Q = Z Cq/q ! (1-31 ) 
q 

c'est-£-dire les suites (I-11) et (1-31) ne peuvent  
diff6rer que par l 'ordre de succession des termes, ce 
que l 'on peut d'ailleurs v6rifier directement. (Exemple" 
on peut identifier B8/3! avec fle(1)k3/3!=H3(A)lca/3! et 
chercher si (1-31) contient un terme 

- (1/2 !)(H3(A ) 1c3/3 !)2 

existant dans (I-11). Effectivement ce terme existe 
dans C816l (1-30)). 

Klug (avec Edgeworth, 1904) a remarqu6 judicieuse- 
ment que l 'ordre indiciel ne coincide pas avec l 'ordre 
de grandeur. I1 a ensuite object6 que le d6veloppement 
(1-27) ordonn6 selon l 'ordre indiciel cache toute 
r6f6rence £ l 'ordre de grandeur des termes. Ceci n 'est  
pas tout  ~ fair correct et nous profitons de l'occasion 
pour 6noncer une r~gle simple permet tant  encore 
d'ordonner les termes de (I-27). Cependant ~ cause de 
son int6r6t tout  acad6mique nous avons reldgu6 cette 
question dans l 'appendice B. 

Cas g6n6ral  

Le facteur de structure normalis6 est" 

t 

E(h) = 2  cfj(h) ~(h) 
]=1 

(ii-1) 
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o n  a :  

(~(h))  = p~(h)nj. (11-2) 

~(h) est le facteur de structure trigonom~trique des 
n~ atomes 6quivalents de l'esp~ce j ,  t le nombre de 
positions ind6pendantes et pj(h)  le poids statistique* 
de ~(h). Ecrivons: 

9~( h ) = cf~/ V(p~(h )) (11-3) 

et utilisons pour ~1 l 'approximation : 

t 

off Zj est le nombre d'61ectrons sur l 'atome j.  Les 
relations (II-1) £ (II--4) entratnent que: 

([E(h)le)= 1.  (I1-5) 

Consid6rons m facteurs de structure 

E(h~)  = E ~ ( k  = 1, 2, . . . ,  m ) .  

La fonction caract6ristique C qui leur est associ6e 
est: 

( / 1 )  C(ul, . . . ,  Urn) = exp v ~ E ~  (11-6) 

o~" 
v~ = iu~ . (II-7) 

Grace £ (II-1) on l'6crira" 

12 = exp 27 q~(h~) v~ ~(h~) . (II-8) 
i=1 k=l  

Les atomes j =  1, . . . ,  t 6tant suppos6s ind6pendants, 
o n  a"  

C = / - /C~  (II-9) 
/=1 

off- 

Cj=(expF=l~/(hk)Vk~j(hk) ) . (II-10) 

Les moments d'ordre r = h  + r e + . . ,  rrn des facteurs 
de structure trigonomgtriques sont notds convention- 
nellement 

m r l . . . r r n ; i = ( ~ l ( h ) .  . . ~ m ( h ) )  . (II-11) 

A leur place, nous introduisons les moments rdduits 
/~r~... ~m;~' tels que" 

# ~ , . . . r m ; i = m ~ . . . r m ; / ( p i X .  . .p;n~)'~. (11--12) 

Leur introduction prdsente l 'avantage que par la 
suite on n 'aura  plus £ se p%occuper de poids stati- 
stiques. En effet, on pourra 6crire" 

o o  

C 1 = 2 ~r;i /r!  (11-13) 
r = 0  

* D a n s  un  groupe de t rans la t ion  d 'o rdre  T, le poids sta- 
t i s t ique  est Tpp off p~ est le poids s ta t i s t ique  du groupe pr imit i f  
cor respondant  (Ber taut ,  1956). 

off a~; i e s t  un polyn6me de degr6 r. 

a,.j = ~i 2:  v~ 1 ~ , ~ . . . v m  /~r~...~m;i/(rx! . . r m ! ) .  (II--14) 
rk 

Ici la sommation est faite sur toutes les partit ions 
de r = r l + . . . r m .  On remarquera que dans (II-12) et 
(II-13) ne figure pas ~j(h) (II-3), mais ~j (II-4) qui 
ne d6pend plus du poids statistique. 

On introduit  les cumulants en posant:  

CI = exp (~=~0 T~;i/r' ) (II-15) 

oh Tr; i e s t  un polynSme de degrd r 

~ '~  • • T~;i= q)~.~ v~l. . .v,~ 1%. . .  ~,~;i/(rl v . .  rm !) . (II-16)* 
rk 

Les k~...~m; i sont les cumulants calcul6s selon la 
m6thode de l 'appendice A en fonction des moments 
/ i r  l . . . r m  ; i" 

C h o i x  d u  param~t re  d 'ordre  d a n s  le cas gdndral.  ~ On 
peut remarquer d 'abord que tout  moment /~j  (II-12) 
est divisible par nj. I1 e n e s t  ~ fortiori de m~me des 
cumulants k~ (II-16). On pourrait  donc mettre en 
~vidence dans ~ ; i  (II-16) un facteur n / ~ .  Cela sug- 
g6re l 'adoption des quantit6s suivantes comme para- 
m~tres d'ordre : 

t 

z~ = 2" nj ~ .  (11-17) 
i = l  

Posons alors: 
¢r;  j = q~/z~ (II-18) 

et introduisons les abr6viations suivantes: 

t 

~rl ... rm =2." ~b~; jk~ 1 ... rm;j (II-19) 
j = l  

Tr  = . ~  v~l. . . v rm ~ 1 . . .  r~n/( rz ! ' ' "  r,n !) . (II--20) 
rk 

La fonction caract~ristique s'6crit maintenant :  

C = e x p  ~v z r T ~ .  (11-21) 
r 

La raison des choix (II-17) et (II-18) est la suivante" 
lorsque t o u s l e s  atomes sont ~gaux et en position 
g6n6rale ~v~b~;j se %duit  £ ( n + ½ ) r - 2 = n ½ r - 1  e t  zr (17) 

J 

£ (N-½) "-2 et le produit  de ces quantit6s ~ (t-½) r-2. 
De m~me T~ devient dans ce cas proportionnel au 

Ar de Klug. 
En ver tu  de la normalisation des facteurs de struc- 

ture on a toujours 

z2 T2 = - ½ 2" u~ (11-22) 
k = l  

et 

C = exp - ½2.' u~ exp z~ T~ . (II-23) 

* Ces no ta t ions  ar ; j  et  Trj f igurent  d6j~ dans  (Ber taut ,  
1955a: formule (I I I -22))  au  fac teur  (2~) r pr~s. 
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Sous la forme (II-23) la fonction caract~ristique 
C(u~, . . . ,  Um) et plus pr~cis~ment log C(u~ . . . .  , urn) 
sont ordonn~s. 

La densit6 de r~partition P(A~, . . . ,  Am) des fac- 
teurs de structure normalisgs observes A~(]c = 1 , . . .  ,m) 
est la transform~e de Fourier de la fonction carac- 
t~ristique C(u~, . . . ,  urn) (cf. Bertaut,  1955a; Klug, 
1958) 

P(A~, . .  . , A m )  -- C(u~, . . . ,Urn)  

X exp - i ( A ~ u t + . . . A m u m ) d u t . . . d u m  . (II-24) 

Malheureusement la forme ordonn~e selon (II-22) 
n 'est  pas directement int6grable et l 'on doit d 'abord 
d6velopper le deuxi~me facteur du second membre de 
(II-23) selon: 

C(u~, Urn) = exp ( 1 ~ "~ • . . ,  - ~2ua)  {1 4- zaTa 4- (½z5 T~ 4- zaTa) 
/c 

+ ( ( 1 / 3 ~  a ~ • ) z~ Ta + za z4 Ta Ta + z~ T~) + . . .  } .  (11-25) 

La s4rie est 4crite de faQon que des termes de m4me 
ordre de grandeur se t rouvent  dans une m~me paren- 
th~se. Dans le cas d'atomes tous 4gaux, on aurait:  

z~ = e; z~ = z~ = e2", z~ = z~ z~ = z~ = P ; off e = N -  ½. 

(II-26) 

Comme dans la premiere partie, l ' intdgration sur 
u~(k=l ,  . . . ,  m) peut 4tre remplacge par un proc~d6 
purement symbolique (cf. Bertaut,  1955a; Klug, 1958) 
qui consiste ~ remplacer 

exp - ½ 22 u~. 
k 

par 
(l/2~) -'~ exp - ½  ~ A~ 

k 

et chaque terme v~= (iu~)~ de l'accolade { } de (II-25) 
par le polyn6me d 'Hermite  d'ordre p et d 'argument  
A~, soit H~(A~). 

(Exemple: Un terme tel que v~ av~ v~e devient 

H~(AI) Hi(A2) H~(A~) . 

On obtient ainsi: 

P(A~, . . . ,  A,n)=(~/ (27~))  -m exp ( - ½  _,Y A~.).S 
k 

off 

S =  1 4- za[Ta] 4- (½ z~[T~] 4- z~ [Ta]) 

4-((1/3!)zaa[T~]4-zaz~[TaTa]4-z~[T~])4- . . . .  (II-27) 

Ici le crochet [ ] signifie simplement que le proc~dg 
symbolique (remplacement de v~ par H~(A~) a ~t~ 
effectu~. Jusqu'ici  le t rai tement  suit ~troitement celui 
donnd dans (Bertaut, 1955a) et en ce qui concerne 
l 'ordre des termes, celui de Klug. Remarquons notam- 
ment que dans la derni~re parenth&se de (II-26) les 
param~tres z~, zaz~ et z~, tous trois de l 'ordre de 
ea=N -~/~, sont associ~s ~ des polyn6mes de degr~s 

diffdrents (9, 7 et 5 respectivement) ce qui ne simplifie 
pas l 'analyse de P(A~, . . . ,  Am). 

Analyse de log P(A1, . . . ,  Am). Au lieu d'ordolmer 
la fonction P(A1, . . . ,  Am), nous ordonnons 

log P(A1, . . . ,  A ~) . 

Appliquons en effet, k nouveau la proc6dure des 
cumulants £ S (II-26). Cela revient & consid6rer les 
param&tres z3, z 4 , . . . ,  zp et leurs puissances comme 
des variables et leurs coefficients [Ts], [Ta] , . . . ,  [T~] et 
les produits et puissances [T~ Tq~. . . ]  comme l'ana- 
logue de moments dont on cherche les cumulants 
correspondants. En d'autres mots, nous ~crivons: 

S = e x p  Q (II-28) 
a v e c  

Q=zaKa(1)+((1/2 !)z~ K3(2)+ z4 K4(1)) 
+ ((1/3 !)z.~ Ka(3)+ z~zaK3,4(1,1)+ zsKs(1)) + . . .  

(II-29) 

oh K~(q) est le 'cumulant d'ordre q' correspondant au 
'moment '  [T q] d'ordre q et plus g6n6ralement 

Kpl,~,~ ... (ql, q_% . . .  ) 

est le cumulant correspondant £ [Tq~T~ . . . ] .  On a 
les m6mes relations (cf. appendice A) qu'entre cumu- 
lants 

Kp( 1 ) = [ Tp] ; Kp(2) -- [ T~] - [ Tp]2; 
Kp(3) = [ T~] - 3[ T~] [Tp] 4- 2[Tp]3; 

Km, p~(1,1)=[TmTp2]-[Tm][Tp2 ] . (II-30) 

L'introduction des nouveaux polyn6mes Kp(q) per- 
met de mettre la densitd de r@art i t ion des Iacteurs 
de structure sous la forme 

P(A1, . . . ,  A,n)=([/(2z~)) -~ exp - ½  ~ A~ exp Q.  
k 

(II-31 ) 

Q ~tant rgel, P(A1, . . . ,  A m) est maintenant  sous une 
Iorme toujours positive m~me si le ddveloppement de 
Q est limit6. 

Erffin, le principal avantage des polynSmes K~(q) 
et Kpi, p2... (ql, qe, . . . )  est que leur degr6 s est par- 
faitement dgfini par rapport  £ l 'ordre de grandeur des 
paramgtres d'ordre associ~s. En effet, on peut encore 
montrer que K~(q) est de degr~ s (I-16) et que dans 
le cas d'atomes tous 6gaux, le paramgtre d'ordre 
associ6 est (II-32) 

zq= e "~-2 ( s = N - i )  (11-32) 

avec la m6me valeur de s. De m6me 

Kpl, p2, ... (ql, q2, . . .  ) 

est de degr6 s (I-17) et le param~tre d'ordre associ6 
est : 

zq~'q~ (II-33) ' ~ P 2  " " " ~ ~ s - - 2  
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C'est ainsi  que les coefficients z~, zaza et za ~ (de l 'ordre 
de e ~-~ = e ~) accompagnent  les polyn6mes K~(1), 
Ks,a(1,1) et Ks(3) qui sont de m6me degr6 s = 5 .  

Aux  param~tres  d 'ordre de m6me ordre de gran- 
deur e s-2 sont donc associ6s des polyn6mes de m6me 
degr6 s e n  Az. La forme de ces polyn6mes sera ex- 
plicit6e dans les exemples. 

L a  loi de la tangente hyperbolique.  Notons:  

L(A~ ,  . . . ,  A m ) - - l o g  P ( A I ,  . . . ,  A m ) .  (11-34) 

Soit g d6terminer  le signe de A~. D6composons L 
en une part ie  paire Lp et une par t ie  L~ impaire  en A~. 

L = Lp + L , .  (II-35) 

La probabil i t6 pour que A~ soit positif, [A1] grant 
connus, est : 

P + = C P ( + t A ~  I, . . . ,  A , , ) = C  exp L~ exp L~. (II-36) 

De m~me la probabil i t6 pour que A~ soit n~gatif est: 

P - = C P ( - I A I I ,  . . . , A ~ n ) = C e x p L ~ e x p  - L ~ .  (II-37) 

E l im inan t  la constante de normal isa t ion G par  la 
condit ion P+ + P -  = 1 on t rouve que l 'on a rigoureuse- 
ment :  

P+- -  exp L~/(exp L~ + exp - L d = ½ + ½ th L~ (11-38) 

ce qui montre  une lois de plus que c'est le logar i thme 
de P(A~ ,  . . . ,  A,~)  qu' i l  importe  d 'ordonner.  En  d~- 
composant  Q (II-29) en une par t ie  paire Q~ et une 
part ie  impaire  Q~ 

Q = Q~ + Q~ (II-39) 

on voit  en comparant  (II-31, I I -34,  11-35 et 11-39) 
que: 

L~ = Q~. (II-40) 

E n  r~sum~, on a r igoureusement  

P + = ~ +  ~ th  Q, (11-41) 2 ~- 

Notons enfin que l 'on peut  toujours 6erire Q, sous 
la forme (11-42) off R e s t  de nouveau une fonction 
paire en A~. 

Q~ = A~ R (II-42) 

Cochran & Woolfson (1955) ont indiqu6 les premiers 
une formule telle que (II-41) et dans laquelle l 'ap- 
proximat ion  de A ~ R  ne comprenai t  que le premier  
terme (d'ordre za). Ici l ' approximat ion  peut-gtre pous- 
sge aussi loin que l 'on veut. 

Un  fair remarquable  est que P+ ne ddpende que de 
la part ie  impaire  de Q, soit de Q~. (I1 n ' en  est pas de 
m~me dans la formulat ion (11-27) de P ( A I ,  . . . ,  Am)) .  

APPENDICE A 

Mdthode  des C u m u l a n t s  

Le probl~me est celui-ci" dtant  donn~ une suite de 
polyn6mes (~q(U~, . . . ,  urn) de degr~ q, ddpendant  des 

variables ul, . . . ,  urn, expr imer  en fonction des aq les 
polyn6mes ~q(Ul, . . . ,  urn) de degrg q d~finis par :  

~Y, aq/q ! = exp • 7:q/q ! (A- l )  
q q 

OR 

. ~  v q / q ! = l o g . ~  (~q/q!. (A-2) 
q 

On supposera a0= 1. Habi tue l lement ,  on consid~re le 
eas s imple d 'une  seule var iable  off: 

(Tq=Uq[2q; Tq~-Uqkq (A-3) 

et l 'on cherche les relat ions entre 'moments '  /~e et 
' cumulants '  kq (cf. Kendal l ,  1943) que l 'on g~ndralise 
ensuite pour deux et plusieurs variables.  Nous t ra i tons 
tout  de suite le cas le plus g~n6ral de plusieurs var iab-  
les en d~terminant  d 'abord  les relat ions entre poly- 
n6mes aa et vq et ensuite eelles entre moments  et 
eumulants .  Nous suivons une m~thode ddj£ utilis~e 
(Bertaut,  1955a). 

Posons: 
co 

Z ,  aq/q! = 1 + . . .  ar /r  ! + . . . .  1 - s .  (A-4) 
q=0 

On a 

log (1 -- s ) =  -- s -  e 2 / 2 - . . .  - er/r 

oo 0o 0o IY -1 
- - - - ~  ( - -  1 ) r - l ( ~  ' ( lq/q!)r /r=.~,  ( r - -1) ! ( - -  

r = l  q = l  r = l  

x ~ (~1/1 !)r l . . . ( (~s/s!)rs / (r l ! . . . rs!) .  (A-5) 
rs 

Ici la sommat ion  sur re est faite sur toutes les part i-  
tions de r = constant  

r = rl + . . . r e  . (A-6) 

Le degr6 m d 'un  polyn6me sous le signe .~ est: 
rs 

m =  1 .r l  + 2 . r g +  . . . s . r8  . (A-7) 

Pour  connaitre un  polynSme T,n/m! il faut  collecter 
dans (A-5) tous les polyn6mes de m~me degr6 m. 

m 
Tm/m ! = ~v ( _ 1)r-1 (r-- 1) ! 

r=l  

x 2: (~1/1!y1...(~Js!)~,/(r~!...re!). (A-S) 
T8 

Exemple :  Ddterminer  T5/5!. L '6quat ion  (A-7) se 
r6duit  £: 

5 -- rl + 2r~. T 3r3 + 4r4 + 5r5 . (A-9) 

On commence par  l ' indice le plus ~lev6 ( s=5)  en 
posant  r s =  1. (A-6) fourni t  r =  1 et (A-8) fourni t  une 
contr ibut ion ~a/5 !. On pose ensuite r5 = 0; r4-- 1. La 
seule solution de (A-9) est r l =  1 et de (A-6) r = 2 ,  
d'oh d'apr~s (A-8) une contr ibut ion - ~4~1/(4! 1 !). 
On fair ensuite r5 = r4 = 0; ra = 1 etc. On a f ina lement  : 

T5/5! = ~5/5! -- a ~ / ( 4  ! 1 !) -- aa~ / (3  !2 !) + 2~aa~/3 ! 

- ~ d / 2 !  + ( ~ I 2 ! ) ~ 1 +  ~ / 5 .  (h-10) 
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On trouve de m6me" 

T1---- G1 
~ / 2  ! = ~ / 2  ! - ½ ~ [  

• ~/4 ! = ~ / 4  ! -  ~ 1 / 3  ! + ~ 2 / 2  ! -  ~ I / 4 - ( 1 / 2  ! ) (~/2 !)~. 
(A-11) 

Cas d'une seule variable 
On n 'a  qu'~ remplacer ~q par kq et aq par #q pour 

retrouver les relations classiques entre cumulants et 
moments. 

]¢1--/~1; k2--/~2-/~ 2, k3--/~3-3/~l/~2+2/z 3 . (A-12) 

En somme Ies relations entre moments /Zq et cumulants 
lcq sont les m$mes qu' entre polyn6mes (rq et "~q de degrd q. 
Ces relations sont tabu16es (cf. Kendall, 1943). Elles 
peuvent donc servir dans le 

Cas de plusieurs variables 
Soit £ calculer k~t & l'aide de (A-10). On a: 

~ /5  ! = ~  Ic~ ... ~ u~. . .u~/(rx! . . . r~!)  (A-13) 

a~/4!=.~, #n ... ~,u~ ~.. .u~/(r~ !.. .r~!) etc. (A-14) 
r$ 

Le coefficient de'.~.~,~a a" t. ~ duns (A-13), est ksn/(3 ~. 1 .~ 1 .~). 
On cherchera de m6me le coefficient de '~1" aa2" 1 ~^ 1 duns 
le second membre de (A-10). Duns a~/5! ce coefficient 

est #a11/(3! 1!1 !). Dans - a4(n/(4! 1 !), il est d'apr6s 
(A-14) : 

- (#~11#1oo/2 ! + #ao~/~010/3 ! -t- #~o /~0o~/3  !). 

On a finalement: 

k~1/3!=#~11/3!- (#e~l/zloo/2 ! +ffao~ffo,o/3 ! + ff~loffool/3 !) 
- (#m#~oo + ffeo~/~o + #~o#~ol)/2 ! + 2#m/~2oo 
+ 4#~ooffolo/~ool/3 ~ 3 • - -  # o ~  #~oo + 2/~11o#~o1#~oo 

a 
q- 4/Zloo/aolo/~ooi . (A-15) 

Selon les hypotheses de ce m6moire, les moments 
indices mixtes, sont nuls et (A-15) se r6duit £: 

k~1~/3 ! = # ~ / 3  !-/zm/z~oo/2 ! . 

A P P E N D I C E  B 

Consid6rons l 'exemple cit6 par Klug (1958; rel. (3.4)) 
de la densitd de r6partition de deux facteurs de struc- 
ture E~=E(2h), Ee=E(h) que nous 6crivons tout  de 
suite sous la forme ordonnde: 

P(A1, A2 = (2~r) -1 exp ( -  1 2 :l. 2 -2-A1 - ~A2) .,Y Hp(A1)Hg(A2). 
Pq 

<Hp(E1)Hq(E2)>/(p!qt)=(2zr) exp (_~AI_½A2) 2 
{1 + HI(AI)H2(A2)<HI(E1)H2(E2)>/2! 
+ Ha(A1)<H4(E~)>/4! + Ha(A2)<Ha(Eg)>/4! 
+ H~(A1) H4(A2) <H2(E1) H4(E2)>/(2 !4 !) 
+ Ha(At)H2(A~)<Hi(E1)H2(E~)>/(312 i) 
+ HI(A1)H4(A~)<HI(E1)H4(E2)>/(4! 
+ Ha(A1)He(A2)<Hs(E1)H2(E2)>/(5!2!) 
+ HI (A 1) He(A2) <HI (El) H6(E2)>/6 ! 
+Ha(A1)H6(A2)<Ha(E1)H6(E2)>/(3!6!)} . (B-l)  

Dans l'accolade { } nous distinguerons deux sortes de 
moyennes. Une moyenne <H~(E1)Hq(Ee)> d'ordre in- 
diciel p + q est dire 'fondamentale'  si elle est de l 'ordre 
de e p+e-2 (s=N-½).  Par  exemple 

<HI(E1)H2(E2)}=O(e); <H4(E)}=0(e~); 

<Ha(E1)H2(E2)> = 0  (es). 

Une moyenne <Hp(E1)Hq(E2)> est dite 'compos6e' 
si le couple d'indices (p, q) admet une parti t ion 

(?, q)= (p~, q~)+(p.~, q. , )+. . .  (B-2) 

telle que <H~(E1)HqI(E2)>, <Hp2(E~)Hq2(Ee)>, . . .  sont 
des moyennes 'fondamentales'.  L' ordre de grandeur d' une 
moyenne 'composde' est 0 (~P~+ql-2.8v2+q2-e...). 

Par  exemple (2,4) = (1,2) + (1,2); (5,2) -- (1,2) + (4,0); 
(1,6) = (1,2) + (0,4) de sorte que <H~(E1)H4(E2)> = 0(~2) ; 
<Hs(E~)H2(E~)>=O(~3); <HI(EI)H6(E2)>=O(~a). 

Cette r~gle simple peut encore se g6n6raliser au cas 
de plusieurs variables A~(k= 1, . . . ,  m). Cependant si 
d'apr~s la r~gle 6nonc6e il est encore possible de ranger 
les termes de la s6rie de Charlier-Gram selon leur ordre 
de grandeur (contrairement £ l 'objection de Klug) 
nous croyons 6tre parfaitement d'accord avec Klug 
en disant que le calcul des cumulants est plus facile 
& mener que celui des moyennes <H~ (E~)Hq(Ee)> pour 
des indices p, q 61ev6s. 
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